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La ciéncia de la computacié és tant sobre
ordinadors com I’astronomia és sobre teles-
copis.

Edsger Dijkstra

Resum: El problema «P versus NP» és un dels set Problemes del Millenni de I'Institut
Clay de Matematiques, la solucié del qual estaria premiada amb un milié de dolars. En
aguest article presentem de manera divulgativa el problema i els seus origens, donant
pel cami exemples de problemes computacionals de diferents nivells de dificultat,
alguns algoritmes no trivials, la definicié de maquina de Turing —el model matematic
d’ordinador— i el concepte de reduccié polindmica entre problemes. La part més
avancada de l'article presenta una demostracié del teorema de Razborov sobre circuits
monotons de I'any 1985 que resol un cas especial de la conjectura. També donem
una traduccio al catala d’'una carta de Godel a Von Neumann de I’'any 1956 que es va
descobrir I'any 1988 i que es pot considerar com la primera formulaci6 per escrit del
problema «P versus NP».

Paraules clau: complexitat computacional, algoritme, maquina de Turing, circuit.

Classificacié MSC2010: 68-02, 68Q15, 68Q17, 68Q05.

1 Introducci6

En el context de la vertiginosa velocitat a la qual avanca la tecnologia infor-
matica, i la magnitud del seu efecte sobre la nostra civilitzacié, sovint sembla
un repte insuperable haver de convéncer algu de la rellevancia d’'un problema
teoric i fonamental de la ciéncia de la computaci6, encara que sigui tan basic
com el problema «P versus NP». Des del punt de vista de les matematiques,

Aquest article sorgeix d’'una conferéncia pronunciada per I'autora a la Jornada P versus NP a la
Facultat de Matematiques de la Universitat de Barcelona el 24 de novembre de 2010.
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pero, és una de les preguntes més importants plantejades per a I'estudi de la
computacio.

La influencia d’aquest problema en la relacié entre la ciéncia de la compu-
tacio i les matematiques té dues vessants. D’una banda, per descomptat, és
una font de motivacié per al desenvolupament de técniques matematiques
innovadores. De I'altra, la seva dificultat aparent podria haver donat lloc a
una tendeéncia general a evitar un enfocament matematic en les arees més
practiques de la informatica. De fet, en algunes arees d’investigacio, és habitual
presentar una prova de NP-completesa per a motivar I'abandonament dels
meétodes matematics i justificar I'estudi d’heuristiques i experiments.

Per comencar amb una interpretacio del problema «P versus NP» maxima-
ment divulgativa perd tanmateix correcta, imaginem-nos la situacié seguent:
tenim la tasca de resoldre qualsevol sudoku escollit per un adversari, que podra
ser de qualsevol mida (4 x 4,9 %< 9, 16 x 16, etc.), i a més ’hem de resoldre en
temps fitat per una funcié polindmica, escollida per nosaltres anteriorment,
de la mida del sudoku. (Per exemple, en 4* segons si és de mida 4 x 4, en 94
segons si és de mida 9 x 9, en 16* segons si és de mida 16 x 16, etc.)

La conjectura que P # NP és equivalent a I'afirmaci6é que aquesta tasca ens
resultara impossible si fem servir un mecanisme de cOmput estandard com per
exemple la maquina de Turing —un model matematic de maquina que resulta
ser tan potent com qualsevol ordinador digital amb memaoria arbitrariament
gran.t

La maquina de Turing és un model matematic d’ordinador que fa que el
problema «P versus NP», 0 bé, equivalentment, el problema de determinar si
efectivament P = NP, estigui definit molt precisament i sense lloc per a diferents
interpretacions. P i NP sén dues classes de problemes definides mitjancant
aquesta maquina, i la questio6 és si son la mateixa classe o no. En la secci6 3
presentarem la definicié de la maquina de Turing i les definicions de P i NP. En
la seccio 4 veurem diverses maneres de reinterpretar el problema. En la seccié 5
presentarem una conjectura sobre circuits, la demostraci6 de la qual implicaria
la resolucio del problema «P versus NP», a més d’un teorema de Razborov de
I’'any 1985 que resol un cas especial d’aquesta conjectura. La darrera secci6
esta dedicada al que es podria interpretar com la primera formulacié per escrit
del problema «P versus NP» en una carta de Godel a Von Neumann de I'any
1956 que es va descobrir I'any 1988.

Abans d’entrar en els detalls técnics de les definicions de P i NP, mirarem
alguns exemples de problemes computacionals per a fer-nos una idea més
informal i atractiva del concepte d’algoritme.

1 Cal distingir la situaci6 de tenir un ordinador quantic funcionant o una font d’aleatorietat
perfecta, que encara no sabem si s6n models equivalents a la maquina de Turing classica quan
es té en compte el temps de computaci6, perd tampoc tenim cap rad per a creure que aixo
canviaria la situaci6. En qualsevol cas, per ara, aquests models de maquina de computacié no
son fisicament realitzables.
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2 Algoritmes

Un algoritme és una recepta per a resoldre un problema de manera sistematica.
Es important distingir entre el concepte de problema i el concepte de instancia
d’aquest problema. Per exemple, un sudoku concret com els que ens trobem
als diaris, determinat pels nombres que apareixen en algunes de les seves
celles, és una instancia del problema computacional anomenat Sudoku. Farem
servir aquesta tipografia sempre per a denotar problemes computacionals. Un
algoritme que resolgui un problema computacional ha de ser prou general per
a poder resoldre qualsevol instancia donada del problema.

2.1 Cami euleria

L'any 1735, Euler va resoldre el trencaclosques dels ponts de Konigsberg: per
la ciutat de Kdnigsberg (avui Kaliningrad, RuUssia) hi passa un riu on hi ha dues
illes i set ponts que connecten les quatre parts de la ciutat. Mireu la figura 1. La
pregunta del trencaclosques és si existeix alguna ruta que comenci en alguna
de les quatre parts i passi per cada pont exactament una vegada. L’analisi que
Euler va fer d’aquest problema es considera el principi de la teoria de grafs.
En realitat, el cas dels ponts de Kdnigsberg és una instancia d’'un problema
computacional més general que és el que va analitzar Euler: donat un graf
format per vertexs (les parts de terra) i arestes (els ponts que connecten dues
parts), volem saber si existeix algun cami que passi per cada aresta exactament
una vegada. Avui dia d’un tal cami en diem Cami euleria. El problema d’esbrinar
I'existéncia de camins eulerians també I’'anomenarem Cami Euleria.

KOoNINGSBERGA

Figura 1: El mapa de Konigsberg i el graf corresponent. Els punts sén
els vertexs del graf que corresponen a les parts de terra i les connexions
son les arestes que corresponen als ponts.
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Una manera de resoldre qualsevol instancia d’aquest problema és simple-
ment provant totes les possibilitats. Qualsevol véertex podria ser el punt de
partida d’un cami euleria i els hem de provar tots. La primera aresta podria
ser qualsevol de les que surten del primer vertex i les hem de provar totes. Per
recordar quines hem provat, podem definir un ordre de les arestes incidents a
cada vertex i les anem provant en aquest ordre. Quan arribem al vértex segiuent
tornem a tenir diverses opcions —totes les arestes que en surten que encara
no estiguin travessades en el cami actual. Les provem totes en ordre i repetim
aquest procés fins que no hi hagi cap aresta no travessada per on continuar.
Si existeix algun cami euleria, tard o d’hora, el trobarem, i, si no, esgotarem
totes les possibilitats i sabrem del cert que no n’hi ha cap. D’un algoritme com
aquest, que prova totes les possibilitats, se’'n diu de cerca exhaustiva.

Fent precisament aix0 (amb un programa) es pot comprovar que a la ciutat
de Konigsberg hi ha exactament cent camins que no es poden estendre, i el
més llarg passa per sis ponts.

En comptes de provar totes les possibilitats i arriscar-se a cometre errors,
Euler va generalitzar el problema i va donar una caracteritzaci6 dels grafs que
tenen un cami euleria i alhora un algoritme per a trobar-lo.

Teorema 1 (Euler). Un graf té un cami euleria si i només si té 0 0 2 vertexs
amb un nombre senar d’arestes incidents (i. e., vertexs de grau senar) i és connex
(i. e., conté com a minim un cami entre cada dos vertexs).

La prova que la condici6 és necessaria sera senzilla un cop hagim notat que
cada vegada que un cami entra en un vertex, n’ha de sortir, tret del cas que sigui
el primer o I'GItim del cami. La prova que la condicié també és suficient és un
algoritme per a trobar el cami que descrivim a continuacio.

Primer, si hi ha exactament dos vértexs amb un nombre senar d’arestes
incidents, afegim una aresta que connecti aquests dos vértexs. D’aquesta
manera hem reduit el problema a trobar un circuit eulerid, i. e., un cami que
comenci i acabi al mateix vertex. Comencem a qualsevol vértex v i construim
un cami, aresta per aresta, arbitrariament, escollint cada vegada una aresta
que encara no ha estat recorreguda, fins que arribem a un veértex on no podem
continuar perquée no té cap aresta incident que no hagim recorregut abans. A
causa de la condici6 sobre la paritat dels graus, aquest vertex nomeés pot ser v.
Traiem les arestes ja recorregudes i repetim el mateix procés comencant des
de qualsevol vértex ja visitat que tingui arestes incidents encara per recorrer.
El circuit que trobem es pot unir amb el primer de la mateixa manera que els
dos cercles d’un 8 es poden escriure amb un sol trag. Repetim el procés fins
que no quedin més arestes per recorrer.

La caracteritzacié d’Euler ens déna un algoritme molt eficient per a com-
provar si un cami euleria existeix o no. Només cal mirar els graus de tots els
vertexs. El temps que tarda (i. e., el nombre de passos que fa) aquest algoritme
depén de com esta representat el graf pero en tot cas fa un nombre de passos
que és proporcional a la mida de la representaci6 del graf. Diem que aquest
algoritme té complexitat lineal. En canvi, I’algoritme que prova tots els camins,
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segons quin graf hagi de tractar, pot haver de mirar un nombre de camins que
és exponencial en el nombre de vertexs.

En el cas de Konigsberg la diferéncia entre lineal i exponencial potser no
és gaire important. Pero un cop vulguem resoldre instancies més grans, com
per exemple Venécia, que té quatre-cents nou ponts i cent disset illes, veurem
clarament que I'algoritme exponencial no és sostenible.

2.2 Arbre generador minim

Un arbre generador d’un graf és qualsevol subgraf connex aciclic que conté tots
els vertexs del graf. Mireu la figura 2. En el cas d’un graf amb pesos positius, el
problema que ens interessa és el de trobar I'arbre generador amb pes minim.
L’algoritme per a trobar un tal arbre resulta sorprenentment senzill i eficient
i és un exemple d’algoritme vorag: escollim les arestes de I'arbre en ordre de
pes. Cada cop escollim I'aresta de pes minim d’entre les que no generen cap
cicle. Quan no es pugui afegir cap aresta ja tenim un arbre generador i, per
increible que sembli, de pes minim. Aquest és un algoritme classic descobert
per Kruskal I'any 1956 [13].

Figura 2: Arbre generador de pes minim.

Abans de demostrar que I'arbre resultant és de pes minim, mirem-nos un
moment la complexitat d’aquest algoritme, i. e., el maxim nombre de passos o
operacions que fa sobre un graf qualsevol de n vertexs i m arestes. El nombre
exacte depeéen de la representaci6 del graf i de la definicié d’operacio basica.
Per aix0, en algoritmia mai parlem del nombre exacte d’operacions; en canvi,
parlem de I'ordre de magnitud del nombre d’operacions (depenent de quin
tipus d’ordre estem parlant —fites inferiors, superiors, estrictes o no— fem
servir la notacio asimptotica Q, w, O, o, ©). Per exemple, fer set operacions
per a cada parell de vertexs es considera del mateix ordre de magnitud que fer
una operacio per a cada parell de véertexs. En ambdds casos diem que fem un
nombre d’operacions com a molt quadratic en el nombre de vértexs, o0 O(n?).
Una altra manera de dir el mateix és que I'algoritme fa com a molt ¢ x n?
passos, per a una constant ¢ que no depén de n.
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Considerem una implementacio senzilla que no fa servir cap estructura de
dades sofisticada. Associem a cada component connexa del subgraf construit
un nombre entre 1 i n i per a cada vértex guardem una etiqueta que digui a
quina component pertany. Al principi I'etiqueta és la mateixa que el nombre
del véertex. Cada cop que afegim una aresta al subgraf, connectant un vértex
amb etiqueta i amb un vertex amb etiqueta j, canviem totes les etiquetes j
per i (la component etiquetada j desapareix). Per trobar I'aresta de pes minim
d’entre les que no generen cicles, primer mirem totes les arestes una per
una i guardem l'aresta de pes minim que connecta dos vertexs amb etiquetes
diferents, i segon, canviem les etiquetes dels vertexs de les components que
aquesta aresta connecta. Per tant, I'algoritme fa-©(m + n)-pperacions per a
cada aresta que afegeix a I'arbre. En total sbn O n(m + Nn) passos, que per a
un graf connex sén O(nm) passos. Amb una estructura de dades no trivial la
complexitat de I’'algoritme es pot reduir a O(m log m) operacions.

Demostrarem que I'arbre generat per I'algoritme vorag té pes minim. Supo-
sem que l'algoritme fa algun error i sigui e = (u, v) la primera aresta erronia.
Sigui A [CElel conjunt d’arestes escollides abans que e, on E és el conjunt
de totes les arestes del graf. Com que e és el primer error, existeix un arbre
generador minim que conté A pero no e; sigui T [CAlaquest arbre amb e [T1
A més, no existeix cap arbre generador del mateix pes que contingui A [ {d}
(altrament e no seria estrictament el primer error).

Segons l'algoritme, qualsevol aresta e [CEXA de pes menor que el pes de e
genera un cicle junt amb A i, per tant, no pertany a T. D’altra banda, e genera
un cicle si I'afegim a T i aquest cicle ha de contenir una aresta que no pertany
a A, perqué A [{d} és aciclic. Sigui eTaquesta aresta. Com que no pertany a A,
ha de tenir pes com a minim igual al pes de e. Llavors T\{e'} [{d}, el qual és
un arbre generador, té pes igual o menys que el pes de T i conté A [{d}. Aixo
contradiu la definicio de e.

2.3 Circuit hamiltonia i el problema del viatjant

La historia del problema Circuit Hamiltonia s’assembla molt a la del pro-
blema Cami Euleria. L’any 1857, mentre estava treballant en una algebra que
va anomenar icosiana perqueé estava basada en les simetries de I'icosaedre,
Hamilton es va plantejar el problema de determinar si existeix algun cami
tancat, i. e., un circuit, per les arestes del dodecaedre que passi per cada vertex
exactament una vegada. La soluci6 es pot veure en la figura 3. Malauradament,
el seu metode, que té a veure amb l'algebra d’icosians, no es pot generalitzar a
qualsevol graf.

A diferéencia de Cami Euleria, fins avui encara no tenim cap algoritme
eficient per a trobar circuits hamiltonians en grafs arbitraris. L’algoritme de
cerca exhaustiva tarda un temps proporcional al nombre de camins en el graf,
que pot ser proporcional a n! per a un graf de n vertexs. Existeix un algoritme
millor, que fa O(2"n?) passos [11]. Durant gairebé cinquanta anys aquest
algoritme de Held i Karp era el millor que es coneixia. L’any passat Bjorklund
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va fer un gran aveng i va presentar un algoritme exponencialment més rapid
que fa O(1,657") passos [4].

Figura 3: Circuit hamiltonia pel dodecaedre.

Vegem l'algoritme classic de Held-Karp de I'any 1962, que és un dels primers
exemples de la técnica anomenada programacio dinamica. Sigui V el conjunt
de vértexs del graf, sigui v un vertex arbitrari i [V| = n. Per a cada vértex
u & v del graf i per a cada subconjunt de vertexs X [VN{u, v} determinarem
si existeix algun cami que comenci a v, acabi a u i passi per tots els vertexs de
X exactament una vegada. Sigui T (u, X) = 1 si existeix tal cami i T (u, X) =0 si
no. Calcularem T (u, X) per a tot X de mida 0, 1, 2, etc. en aquest ordre. Primer
per X amb |X] = 0 tenim T(u, D= 1 si i només si hi ha una aresta entre
ui vihera cadﬁ( CVN{u, v} podem calcular T (u, X) fent servir els valors
de T w,X\{w} per w L[XI Efectivament, T (u, X} 1 si i npmes si existeix
algun vertex w [Xlamb una gresta entre w+i ui T w, X\{w} = 1. Finalment,
si existeix algun u tal que T u,V\{u,v} = 1iamb una arestaentreui v,
llavors podem dir que existeix un circuit hamiltonia, i viceversa.

Per a calcular T (u, X), necessitem comprovar només |X| < n possibilitats.
S’han de calcular n2" valors diferents de T (u, X); per tant, aquest algoritme fa
0O(Nn?%2") passos.

Una extensi6 del problema del Circuit Hamiltonia és el Problema del
Viatjant, on les arestes tenen pes (com podria ser per exemple la distancia
entre dues ciutats) i I'objectiu és trobar un circuit de pes total minim que passi
per tots els vértexs com a minim una vegada. Aquest problema també es pot
resoldre amb l'algoritme de Held-Karp, canviant T (u, X) perque indiqui el cami
de pes minim d’entre els que comencen a v, acaben a u i passen per tots els
vertexs de X com a minim una vegada (si n’hi ha, i, si no, és igual a o).

Si no sabem trobar el circuit de pes minim, un objectiu alternatiu que
ens podem plantejar és trobar un circuit el pes del qual sigui com a molt un
factor finit més gran que I'0ptim. Aquest és I'objectiu de I'area d’algoritmes
d’aproximacié. En el cas del Problema del Viatjant existeix un algoritme
eficient per a trobar un circuit que té pes com a molt dues vegades més
que I’'optim. Per a trobar-lo, aprofitem I'algoritme de I'arbre generador minim.
L’arbre generador ens déna una manera de visitar tots els vertexs, i el circuit,
que repeteix cada aresta de I'arbre dues vegades, té pes dues vegades més
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que el pes de I'arbre. Com sabem que aquest no és molt pitjor que I'optim?
Perqueé el circuit optim també es pot convertir en un arbre generador (traient-li
les arestes que generen cicles) i, per tant, té pes més gran que el de I'arbre
generador minim.

En el cas que els vertexs s6n punts en R" i les distancies sén euclidianes,
existeix un algoritme d’Arora i Mitchell de 1998 [3, 15] que, donat qualsevol
= 0, troba un circuit de pes com a molt 1 + [Megades més gran que I'optim i
té complexitat polindmica en 1/ Cilla mida del graf.

2.4 Clica

Una clica (clique en anglés) d’'un graf és un conjunt de vértexs completament
connectats. El problema Clica és el de determinar si existeix una clica d’'una
mida donada en un graf. Si busquem una clica de mida k la cerca exhaustiva
prova cada subconjunt de vértexs de mida k i, per tant, fa uns n¥ passos. No
es coneix cap algoritme que faci un nombre de passos polindmic en ni k.

Igual que en el cas del Circuit Hamiltonia, es coneix un algoritme expo-
nencial que és millor que la cerca exhaustiva [16]. L’algoritme té complexitat
O(nX¢/3), on ¢ és una constant que ve de I'exponent de la complexitat de
I'algoritme més eficient per a multiplicar matrius, que avui dia és O(n237%) [7].
Observeu que lI'algoritme que aprenem a classe per a multiplicar matrius fa
O(n?®) passos.

3 Definicionsde Pi NP

3.1 Computacié, computabilitat i automats

Tots els exemples de la seccié anterior es poden resoldre simplement com-
provant totes les possibilitats, que sén, en tots els casos, un nombre finit.
Tanmateix, existeixen molts problemes per als quals no hi ha cap algoritme per
a saber si el problema té solucid. Per definir matematicament el concepte de
computabilitat, Turing va definir un model de maquina que avui es coneix com
la maquina de Turing [22]. Aquesta definicié de computabilitat va resultar ser
equivalent a altres definicions anteriors que eren significativament diferents.
De fet la tesi de Church-Turing formulada en aquella época, i que fins avui dia
encara no ha estat refutada, postula que no existeix cap model de computacio
fisicament implementable que pugui resoldre problemes computacionals no
resolubles per maqguines de Turing.?

En aquesta seccié ens centrem en el cas particular dels problemes de decisi6,
els que tenen resposta «si» 0 «no». Tots els problemes de la secci6 anterior
es poden reduir facilment a problemes de decisié. Per exemple, podem trobar
I'arbre generador de minim cost, preguntant per a cada aresta si aquesta esta o
no inclosa en un arbre generador minim i, en el cas que hi estigui, contraient-la i

2 Aix0 continua sent cert fins i tot si assumim que els ordinadors quantics son fisicament
implementables, perque la tesi de Church-Turing no té en compte el temps de computacio.
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repetint el procés amb el multigraf resultant. Sera convenient, doncs, identificar
un problema de decisié amb el conjunt de les instancies positives —les que
tenen resposta «si». D’aquest conjunt se’n diu un llenguatge; és un subconjunt
de les cadenes de lletres d’'un alfabet predeterminat. Per exemple, podem
definir el llenguatge «graf euleria» que conté (les codificacions en 0 i 1 de) tots
els grafs eulerians.

Es poden definir diversos models matematics de maquines per a reconéixer
llenguatges. Vegem-ne un exemple elemental.

Suposem que el llenguatge que ens interessa consisteix en totes les paraules
escrites en l'alfabet ~ = {&, b} que tenen un nombre de a que és divisible per 3
0 4. Hi ha un tipus de maquina senzill que serveix per a aquest llenguatge, que
es coneix com automat finit determinista (AFD). Un AFD consta de quatre compo-
nents: un conjunt d’estats Q, un subconjunt dels estats que son els estats d’ac-
ceptacié A [CQ un estat d’inici g° Qi una funcié de transicié 5: Q x X - Q.

Diem que 'autdmat accepta una paraula (ai,...,an) =T si existeix una se-
giiéncia d’estats qo, qs1,...,0n CQ, tal que qo = q°, gi = &(qi-1, a;) per a tot
i [{4,...,n}iqgn CAI Aix0 simplement vol dir que I'automat llegeix la parau-

la lletra a lletra i a cada pas canvia el seu estat depenent de I'estat actual i de la
lletra que ha llegit. Si acaba en un estat d’acceptacio, llavors diem que I'automat
accepta la paraula. El conjunt de paraules acceptades és el llenguatge reconegut
per aquest automat. L’automat illustrat en la figura 4 reconeix el llenguatge de
paraules de I'alfabet {a, b} que contenen un nombre de a divisible per 3 0 4.

Figura 4. AFD que accepta les paraules que tenen un nombre de simbols
a que és divisible per 3 o 4. Els estats d’aquesta maquina Q = {0,...,11}
indiquen quants a ha llegit, modul 12. L’estat d’inici és 0.

La maquina de Turing és només una mica més sofisticada que I’AFD en el
fet que té memoria. La memoria és una cinta potencialment infinita dividida en
posicions on es poden guardar lletres —una lletra per posicié— i on al principi
hi ha escrita I’entrada —la paraula que s’ha de decidir si pertany al llenguatge o
no. Hi ha un capcal collocat al principi de la cinta que es pot moure una posicio
en les dues direccions o quedar-se al mateix lloc, i mitjancant aquest capcal es
poden llegir i escriure lletres a la cinta. Per acomodar-hi la cinta, canviem la
funci6 de transicid. Aquesta funcio especifica tres coses, depenent de I'estat en
qué esta la maquina i la lletra escrita sota el capgal: 1) quina lletra escrivim en el
lloc del capcal; 2) cap on s’ha de moure el capcal —a I’esquerra, a la dreta o
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cap moviment, que denotem respectivament amb —1, +1 i 0; 3) a quin estat ha
d’estar la maquina després de la transicio. Per tant, 8: Q<X - Zx{—1,0,1}xQ.
Com que en aquest cas no és clar quan la maquina s’hauria de parar, definim
dos estats especials A,R [QJ—respectivament d’acceptacio i de rebuig— de
manera que si la maquina entra en algun d’aquests estats, para. Si para a I’estat
d’acceptacio, llavors diem que la paraula esta en el llenguatge de la maquina,
i, si para a I’estat de rebuig, llavors no hi és. El llenguatge de la maquina és
el conjunt de les paraules en qué la maquina para a I'estat d’acceptacio. Per
exemple, la figura 5 és una maquina de Turing per a reconeixer palindroms.

Figura 5: Maquina de Turing per a reconéixer palindroms. Les etiquetes
de tres simbols que porten les transicions sén: la lletra que llegeix, la
lletra que escriu, i la direccié en que es mou el capcal (fent servir les
abreviacions — i + respectivament per a moure a I’esquerra i a la dreta).
El simbol # denota una posicié buida. Depenent de quina és la primera
lletra, la maquina va a I'estat q, 0 qp, després el capcal es mou a la dreta
fins al final de la paraula i quan arriba al final I'estat canvia a q; 0 qQp
respectivament. Si I'GItima lletra és diferent de la primera, la maquina
entra a I'estat de rebuig R i, si no, torna al principi de la paraula, canvia
I'estat a I'estat inicial qo i repeteix. Cada cop que llegeix la primera i
I'altima lletra les esborra i aixi la paraula decreix fins que la cinta queda
buida. Llavors la maquina entra a I'estat d’acceptacio A.

Turing també va introduir una maquina concreta, la maquina universal,
que llegeix de la cinta la descripcié d’una maquina de Turing qualsevol i una
entrada, i simula el funcionament d’aquesta maquina per a aquesta entrada.
Aquesta és, de fet, la base dels ordinadors actuals i és gracies a aixo que no cal
construir un ordinador diferent per a cada problema que vulguem resoldre.

Quan Turing va inventar la seva maquina encara no s’estudiava el temps de
computaci, i. e., el nombre de passos que faria la maquina. Tampoc s’estudiava
I’espai de computaci6, i. e., la quantitat de cinta que faria servir, o la memoria.
L’'interés en aquestes guestions va venir més tard, als anys 1950, quan es van
comengar a utilitzar maquines de computacié a la practica. Llavors va ser
necessari optimitzar la utilitzacié dels dos recursos més importants —el temps
i 'espai.



P versus NP 49

3.2 Determinisme versus indeterminisme

Hi ha una manera una mica tramposa, en el sentit que no és fisicament rea-
litzable, de millorar els dos models d’automat que hem descrit. Imagineu-vos
que existissin mons parallels i que a cada pas la maquina pogués anar a parar
Nno nomeés a un estat, sind a qualsevol d’'un conjunt d’estats determinat per
la funcié de transicié —cadascun en un moén parallel diferent. Aixi el nombre
de mons creix exponencialment amb el nombre de passos.® En aquest model,
direm que 'autOmat accepta una paraula si ho fa en algun dels mons parallels.
L’AFD s’ha convertit en un AFI (automat finit indeterminista) i la seva funcié de
transicié ara és &: Q x> - P(Q). Per exemple, el llenguatge de les paraules
que contenen un nombre de a divisible per 3 0 4 es pot reconéixer amb I’AFI
de la figura 6. (En aquest exemple n’hi ha prou amb dos mons parallels, perque
la maquina té dues opcions només al primer pas, pero en general podria tenir
diverses opcions a cada pas.)

Figura 6: AFI que accepta les paraules que tenen un nombre de simbols
a que és divisible per 3 0 4. Quan llegeix el primer a la maquina té
I'opcié d’anar cap a I'estat 1 0 17

El concepte d’indeterminisme s’estén també a la maquina de Turing. Ara
podem definir les classes P i NP en una frase. Les dues s6n conjunts de llenguat-
ges. (N)P conté tots els llenguatges que es poden reconéixer amb una maquina
(in)determinista de Turing en temps polindmic en la longitud de I'’entrada. Amb
aixo volem dir que el temps esta fitat per una funcié polindmica de la mida de
I'entrada. Com que una maquina determinista és un cas particular de maquina
indeterminista, en quée a cada pas només hi ha una opcio, és clar que P [NP.

Explicat aixi, és obvi que les maquines de Turing indeterministes, amb
aquest poder magic per a calcular en un nombre exponencial de mons parallels,
son més potents que les maquines deterministes, en el sentit que permeten
calcular molt més rapid. Pero fins a quin punt ens ajuda I'indeterminisme?
De fet, podria ser que tot el que podem calcular en temps polinomic amb la
maquina indeterminista, també ho poguéssim calcular en temps polinomic amb

3 Es precisament a causa d’aquest creixement exponencial que el model no seria fisicament
realitzable encara que disposéssim d’'una maquina amb molts processadors treballant en parallel.
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una maquina determinista (i llavors P = NP), encara que aquest polinomi fos de
grau molt més alt.

3.3 Certificats

Hi ha una altra manera de pensar en la classe de problemes NP que no té res a
veure amb lI'indeterminisme. Imagineu-vos que cada paraula d’un llenguatge
hagués de presentar un certificat de pertinenca al llenguatge. Aquest certificat
no hauria de ser gaire llarg —polindmic en la longitud de la paraula— i s’hauria
de poder verificar eficientment —en temps polinomic— fent servir una maquina
de Turing determinista. Considerem la classe dels llenguatges per als quals
existeixen certificats polinOmics per a totes les paraules del llenguatge i a més
existeix una maquina de Turing determinista per a verificar aquests certificats
en temps polindmic en la longitud del certificat (i de la paraula). Vegem-ne un
exemple: el llenguatge «graf hamiltonia». Cada graf hamiltonia pot presentar
un circuit hamiltonia com un certificat de pertinenca al conjunt de grafs
hamiltonians. La maquina que verifica aquests certificats simplement comprova
(en temps lineal) que el circuit presentat realment és hamiltonia.

Resulta que el conjunt d’aquests llenguatges és exactament NP. En una
direccié, la maquina de Turing indeterminista ens permet definir un certificat:
per a cada paraula del llenguatge existeix com a minim un moén de tots els
mons parallels on la maquina de Turing indeterminista ha arribat a un estat
d’acceptacio. La descripcié d’aquest mon —la seqiiencia de passos que la
maquina ha d’escollir per a arribar a I'estat d’acceptacio— és un certificat
de longitud polindomica. La maquina que comprova aixo (en temps lineal en
la mida del certificat) simplement comprova que tots els passos son legals.
En I'altra direcci6é, podem construir una maquina de Turing indeterminista
que simplement genera totes les cadenes de lletres (al mateix temps en els
diversos mons parallels) i en cada mdn comprova si aquesta cadena és un
certificat (simulant la maquina que verifica certificats). Si és aixi, entra a I'’estat
d’acceptacio, altrament, al de rebuig.

Ara no és dificil comprovar que les versions de decisi6 de tots els exemples
de la secci6 anterior pertanyen a NP.

Aquesta interpretacio de la conjectura a través de certificats té consequén-
cies filosofiques tan o més interessants que la utilitat de tenir diversos mons
parallels. Creure en la conjectura que P no és el mateix que NP és una manera
de postular que existeix una diferéncia fonamental entre el procés creatiu de
buscar solucions i el procés mecanic de verificar certificats.

3.4 Jerarquia temporal

De vegades es confon NP amb el conjunt de problemes per als quals existeix
un algoritme que triga un temps exponencial (en maquines de Turing determi-
nistes). De fet, d’aquesta classe de problemes se’n diu EXP i és clar que NP [
EXP, pero la pregunta sobre si el reciproc també és cert és un altre problema
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obert. Una cosa que podem assegurar és que P [CEXP. Aquesta afirmacio és
consequencia del teorema de la jerarquia temporal, que estableix que per a
qualsevol funcio f(n) existeixen problemes resolubles en temps f(Nn)? que no
ho sén en temps f(Nn). La demostracio d’aquesta afirmaci6 utilitza la técnica
de la diagonalitzacio6 (la mateixa técnica que va inventar Cantor per demostrar
que els nombres reals sbn més, en cardinalitat, que els enters).

4 NP-completesa

Per a demostrar que P no és igual a NP és suficient demostrar, per a només
un problema a NP, que no existeix cap algoritme polinomic que el resolgui.
D’altra banda, per a demostrar que P és igual a NP sembla que tenim molta
feina. Sembla que hauriem de continuar indefinidament inventant algoritmes
per a més i més problemes. Perd de fet no cal. L’any 1971 Cook a Nord-américa
[6] i Levin a la Uni6 Soviética [14] (independentment) van demostrar que n’hi
havia prou amb un algoritme polindmic, per a un problema determinat conegut
com a Sat, i aquest algoritme serviria per a resoldre tots els problemes a NP.

Figura 7: La figura de I'article original de Karp [12] mostra la sequiencia
de reduccions per a demostrar que vint problemes estandard també sén
NP-complets.

Un any més tard Karp va demostrar que aquest problema no és I’'inic amb
aquesta propietat [12]. Karp va identificar vint problemes que s’havien resistit
als intents dels matematics per a trobar-hi solucions eficients, i va demostrar
que tots eren tan dificils com Sat. Ho va fer mitjancant reduccions de SAT a
cadascun d’aquests problemes en una sequéncia de reduccions que es pot
veure en la figura 7. De tots els problemes que tenen aquesta propietat se’'n
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diuen NP-dificils perqué sén almenys tan dificils de resoldre com qualsevol
problema a NP. Si un problema és NP-dificil i a més és de NP, també se’n diu
NP-complet.

Vegem-ne un exemple. Presentarem una reducci6 des del problema Particio
al problema Max-Cut (tall maxim) [12]. El problema Particio és: donada una
colleccié de nombres, determinar si hi ha una subcolleccié la suma de la qual
sigui la meitat de la suma total. Per exemple, per a la colleccio (1,5, 3,9, 6, 6, 10)
la subcollecci6 (3,5, 6,6) té suma la meitat del total. El problema Max-Cut
és: donat un graf amb pesos a les arestes i un nombre K, determinar si hi ha
una partici6 dels vertexs en dues parts de manera que la suma dels pesos de
les arestes que connecten vertexs de les dues parts diferents sigui almenys K.
La figura 8 és un exemple de tall de pes 31. Una reducci6é de Particio a
Max-Cut és un algoritme (polindmic) per convertir qualsevol instancia A de
Particid en una instancia B de Max-Cut tal que A és una instancia «si» si i

®s si B és una instancia «si». Donada la seqiéncia (a;,az,...,an), amb A =
i=1 @i, definim K = A2/4 i sigui G un graf complet de n vertexs {1,2,...,n}.
L’aresta que connecta el vertex i amb el vertex j té pes a; x aj. Aixo defineix

la reduccié. Fixeu-vos que eII‘EF tota‘ﬂm ta”lﬂ}"ﬁ?epﬁfﬁ‘l uqﬂ)co@unt dels
vertexsS [{1,2,...,n}és jsfix imsfi = s A— irsfi -Atésque
X(A — %) < A%/4 i el maxim s’assoleix quan x = A/2, podem concloure que hi
ha un tall de pes almenys K si i només si hi ha una particié dels nombres en

dues parts que sumen igual.

Figura 8: El tall maxim en aquest cas talla totes les arestes menys una i
té pes 31.

Hi ha problemes que sén NP-dificils en el cas general pero les instancies
d’un conjunt més restringit son resolubles en temps polindomic. Per exemple, el
problema de coloracié de grafs amb quatre colors en general és NP-dificil, pero
si ens centrem en els grafs planars, llavors tots sén 4-colorables pel teorema
dels quatre colors i, per tant, el problema resulta trivial. | la coloracié de grafs
amb tres-colors? En general, el problema també és NP-dificil. Pero en aquest
cas, es pot demostrar que, fins i tot si restringim el problema a grafs planars,
aquest continua sent NP-dificil. A continuacid, presentem una reducci6 des del
problema de la 3-coloracié de grafs generals a la 3-coloracié de grafs planars [9].
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Suposem que el graf esta representat al pla possiblement amb encreuaments
de dues arestes (si en algun punt se’n creuen tres o més, pertorbem una mica la
representacid). Canviem els encreuaments que travessen una aresta per un graf
planar com mostra la figura 9. Cada rombe amb W dins denota una copia del
graf W de I'esquerra. El graf W té la propietat que, en qualsevol coloraci6 valida
de W amb tres colors, els vértexs x i xtenen el mateix color, igual que y i y5’
i tanmateix els colors de X i y no estan restringits de cap manera. D’aquest
tipus de construcci6 se’n diu giny (gadget en anglés) i és una técnica que es
fa servir molt sovint per a reduir un problema a un altre. El graf que obtenim
substituint tots els encreuaments per W és un graf planar que es pot colorar
amb tres colors si i només si el graf original es pot colorar amb tres colors.

w A P T W
R

¢ QDD

Figura 9: El giny per a reduir el problema de coloracié de grafs amb
tres colors al problema de coloraci6 de grafs planars amb tres colors.
Reemplacem tots els encreuaments d’arestes al pla pel graf planar W.

Al principi d’aquest article hem donat I'exemple del problema Sudoku. El
cas és que l'any 2002 Takayuki Yato a la seva tesi de master va demostrar
que aquest problema és NP-complet mitjangant una reduccio des del problema
Quadrats Llatins [5]. L’4nica motivacié per a estudiar la complexitat de
Sudoku és la popularitat del joc 9 x 9. Pero aquest és només un de molts pro-
blemes naturals que han sorgit durant els anys. Avui dia I'arbre de reduccions
iniciat per Karp conté milers de problemes de diversos camps —la biologia,
I’enginyeria, I’economia, etc.

5 Complexitat de circuits

No sorprendra ningu el fet que les maquines de Turing tenen alguna cosa a
veure amb els circuits electronics. | qué son els circuits? No s6bn més que un
tipus de graf dirigit aciclic amb algunes etiquetes als vertexs. Per exemple,
un circuit amb portes logiques AND, OR i NOT té vertexs amb aquestes tres
etiquetes a més de vertexs d’entrada que només tenen arestes de sortida
i un vertex de sortida que té només una aresta d’entrada. Un circuit executa
un comput de la manera segiient: si posem valors booleans «cert» i «fals» als
vértexs d’entrada, aquests determinen el valor dels altres vértexs aplicant les
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funcions logiques que els etiqueten, fins que s’arriba al vertex de sortida (vegeu
la figura 10).

o
OR
~
/ NOT
AND *

o)

/me\{
RN

Figura 10: Un circuit que calcula el valor de la férmula «(A'i (no B) i C) o
(no ((no B) o C))».

Potser podriem haver definit el concepte de computacio fent servir circuits
des del principi, doncs? En part si, pero el problema amb els circuits és que
cada circuit opera només amb paraules d’entrada d’'una mida predeterminada,
perqué el nombre de portes d’entrada és fix. Tanmateix, ja als anys vuitanta, els
investigadors van pensar que raonar sobre la mida de circuits podria ser més
facil que raonar sobre el temps que tarda una maquina i d’aqui que pensessin
en maneres de relacionar-los. L’estudi de la complexitat de circuits és encara
ara una de les direccions més prometedores per a I'’estudi de la conjectura «P
versus NP».

La questio de si NP esta inclosa en P té un analeg al mén dels circuits que
és si NP esta inclosa en P/poly. P/poly és també una classe de problemes. S6n
els problemes que es poden resoldre fent servir una familia de circuits amb
portes AND, OR i NOT, un circuit per a cada mida d’entrada, amb el nombre
de portes polindmic en la mida de I'’entrada. De fet no és dificil convéncer-se
un mateix que si un problema es pot resoldre amb una maquina de Turing en
temps polindmic, llavors també es pot resoldre amb una familia de circuits de
mida polindmica. El reciproc també és cert perd nhomés si considerem families
de circuits uniformes. Diem que una familia de circuits C1,Co, ... per a mides
d’entrada 1, 2, ... respectivament és uniforme si existeix una maquina de Turing
per a construir Cn en temps polindmic en n. Amb aquesta definicié podem
afirmar que P és la classe de problemes resolubles fent servir families de
circuits polinomics uniformes, mentre que P/poly és la classe de problemes
resolubles fent servir circuits polindmics (no necessariament uniformes). Una
possibilitat, tot i que improbable, és que hi hagi families de circuits polinomics
per a tots els problemes de NP, perd que no es puguin construir en temps
polindmic (i. e. que NP [PYpoly perd NP [P). En tot cas, és clar que si es
demostra que NP [CPApoly s’haura establert que P # NP.
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5.1 Circuits monotons

Quan una conjectura es mostra dificil és natural comengar amb casos especials.
Una manera de fer-ho que va proposar Razborov I'any 1985 és concentrar-se
primer en els circuits de portes AND i OR (deixar el NOT a banda) i demostrar
que fent servir només aquestes portes i només poques vegades (un nombre
polinomic) hi ha algun problema de NP que no podem resoldre [18]. Per tal
que aquesta fita tingui sentit, cal escollir un problema de NP que es pugui
resoldre només amb les portes AND i OR. En particular, el problema havia de
ser monoton. Razborov va escollir el problema Clica de la secci6 2.4. Aquest
és un problema monoton, perque si la resposta és «si», quan afegim una aresta
segueix sent «si».

Sigui Clican, k la restriccio del problema Clica a grafs de n vértexs i cliques

de mida k. L’entrada delg-girguits per Clican €s la matriu d’adjacencia del

graf, representable per '21 variables gjj, una per a cada parell de vértexs

diferents i i j que indiquen si hi ha una aresta entre i i j. Un exemple de circuit
monoton per a resoldre Clican k €s simplement
1 1
ORs rasj=k ANDigj s@i,j -
C1T1 }/7

Aquest circuit té E + 1 portes. Si considerem k = " n, per exemple, aixo és
un nombre exponencial de portes. Razborov va demostrar que no es pot fer
gaire més bé que aixo:

TeoremaZ(Razporov [18]).é53ada circuit monoton per a resoldre Clican k
ambk= “n téalmenys n ™12 portes.

Aqui donarem un esbods de la demostracio i per als detalls adrecem el
lector al llibre de Papadimitriou [17]. Per a una exposicié bastant més profunda
recomanem al lector curiés una exposicié de Gowers [10] que explica una
manera més natural (0 més fonamental si voleu) d’arribar a la demostracio.

Abans de comencar demostrem un lema combinatori que ens sera molt Gtil.
Una flor de mida p és un conjunt de p subconjunts d’un univers tal que tots
els parells de subconjunts tenen la mateixa intersecciéo —d’aquesta interseccio
en diem el cor de la flor.

Lema 3 (Erdos-Rado). Sigui Z una familia de més de M = (p — 1) “FCdonjunts
diferents no buits d’un univers comu, tots de mida [d menys. Llavors Z conté
una flor de mida p.

Prova. La demostracio és una inducci6 en [_Fer a [ 1, una familia de com a
minim p subconjunts de mida 1 conté p elements. Aquests formen una flor
amb cor buit.

Suposem que [= 1. Sigui D un subconjunt maximal de Z de conjunts
disjunts, i. e., qualsevol altre conjunt de Z té interseccié no buida amb algun
dels conjunts de D. Si D té mida p o més llavors conté una flor amb cor buit.
Si no la mida de la unié dels conjunts, D = [shH, és |D| =< (p —1) CiJcom que
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cada conjunt de Z interseca D, llavors existeix algun element a D que apareix
com a minim en ﬁ:ponjunts de Z. Sigui d aquest elemeanonsiderem
la familig-¢'aquests conjunts, traient I'element comu: de = Z—-{d}:Zz 1
Z,d [ . Tots aquests conjunts tenen mida com a maxim =3 1 i a més
1Zz5] = (p — 1) =2 (3 1)!. Per tant, per la hipotesi d’induccio, Z5'conté alguna
flor. Tornem a afegir I'element d als conjunts de la flor i obtenim una flor
de Z. a

Firgva del teorema 2. Necessitarem alguns parametres. Definim [ k =
Nnp=HOdgniM=(p—1)-1

Compararem un circuit monoton que resol Clican x amb una classe especial
de circuits monotons petits que anomenem circuits crus petits. Un circuit cru
és un circuit del tipus ORan...m}yANDjgj rsg 9ij on S1,...,Sm L[M. Farem
servir la notacié CC(Sy,...,Sm) per a denotar aquest circuit cru. En particular,
I'exemple de circuit que resol Clicank del principi d’aquesta secci6é és un
circuit cru. Direm que un circuit cru és petit sim <M i amés |Sa| < [Cfder a
tota [C{,...,m}.

Transformarem qualsevol circuit monoton en un circuit cru petit induc-
tivament (per a cada porta, des de les portes d’entrada fins a la de sortida).
Demostrarem que, respecte a una classe de grafs d’entrada, a cada pas de la
transformacio la funcié que el circuit computa només canvia una mica. D’altra
banda, també demostrarem que cada circuit cru petit fa molts errors respecte
a aquesta classe de grafs. Per tant, per a arribar a un circuit cru petit des d’un
circuit per Clican k s’han de fer molts passos de la construccié inductiva, la
qual cosa vol dir que el circuit original té moltes portes (un nombre exponencial
en n).

La classe de grafs d’entrada que estudiarem és la seguent: els grafs positius
sonpelp-grafs que consten només d’una clica de k vértexs i cap altra aresta —n’hi
ha E , d’aquests. Els grafs negatius estan construits a partir d’una coloracio
de tots els vértexs amb k — 1 colors, i afegint arestes entre tots els vértexs de
colors diferents. Aquests grafs no contenen cliques de mida k i n’hi ha (k—1)",
d’aquests.

Lema 4. Cada circuit cru petit o bé sempre déna «fals», o bé déna «cert» per
com a minim la meitat dels grafs negatius.

Prova. Suposem que el circuit és CC(Sy1,...,Sm). Si m = 0 llavors el circuit
sempre dona «fals». Si m = 1 llavors el circuit dona «cert» per a tots els grafs
negatius tals que tots els vértexs de S; tenen colors diferents. En una coloracié
escollida a I'atzar la probabilitat que dos vertexs fixats tinguin el mateix color
és ﬁ Atés que |S1]| = [($egons la definicid de circuit cru petit) la probabilitat
que tots els vertexs de S; tinguin colors diferents és com a minim

1 [
v v
— 5 CROCKk-1) 1
1- 1 2 o, (k=D 1
k—1 k—1 2k—1) =2

igj sa
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tal com calia. O

Fixem qualseye€jrcuit monoton C que resolgui el problema Clican k.
n

Aquest circuit t¢ ,, portes d’entrada i, digueFj T pﬂtes en total. Cada porta
d’entrada g j es pot canviar pel circuit cru CC {i, j} . Cada circuit monoton és
un OR o un AND de dos circuits monotons i, per tant, només cal explicar com
aproximem OR i AND de dos circuits crus petits CC(X) i CC(Y) amb un circuit
cru petit, i aplicar I'aproximaci6 recursivament.

Primer, aproximem una porta OR. El circuit cru CC(X [Y) dbéna el mateix
resultat, pero no és petit. Per a fer-lo petit fem servir el lema 3, que garanteix
que hi ha alguna flor en el conjunt X [YI L’operacié arrencar consisteix a
substituir una flor pel seu cor i repetir fins que el nombrg de conjunts éﬁom
a maxim M. Aixi, doncs, aproximem CC(X [Y) per CC arrencar(X [Y) , que
€s un circuit cru petit.

Segon, aproximem una porta AND. Construim el circuit

[ (I
CC arrencar({X Y2 X XY (I X [ =01,

que és un circuit cru petit.

Considerem només les classes de grafs positius i negatius, hi ha dos tipus
d’error que pot introduir la construccié: falsos positius i falsos negatius. Per
exemple, s'ﬁls circuits CC(>$—_}|i CC(Y) donen «fals» per un graf negatiu pero el
circuit CC arrencar(X [Y) dodna «cert», llavors la transformacio de la porta
OR ha introduit un fals positiu corresponent a aquest graf. El lema que hi ha a
continuacio, la demostracié del qual ometem, fita el nombre d’errors que cada
pas de I'aproximaci6 introdueix, i. e., el nombre de grafs positius per als quals
canvia el resultat a negatiu i el nombre de grafs negatius per als quals canvia el
resultat a positiu.

I R |
Lema 5. Cada pas d’aproximacio introdueix com a maxim M? N~ falsos

k—[=1
negatius i M?27P(k — 1)" falsos positius.

Només queda comparar les fites del lema 5 amb les del lema 4. Si el circuit
cru petit que obtening-aj-final torna sempre «fals» llavors els passos d’aproxi-
macié han introdEJ[ E Iﬂé\lsos negatius i com que cada pas pot introduir-ne

com a maxim M?2 E:% , el nombre de passos és com a minim

n
ch_es (05, e
M2 7~
k—[=1

Altrament, el nombre de falsos positius és com a minim (k—1)"/2 i com que
cada pas pot introduir-ne com,a maxim 52‘p(k —1)", el nombre de passos
és com a minim 2P~1/M2=n ""3/2 =n "/12 ]
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En el seu temps aquest teorema va generar un gran optimisme de cara
a la resoluci6 de la conjectura general. El problema semblava gairebé resolt.
Una idea per a completar I'argument de Razborov i tancar el problema seria
demostrar que tots els problemes monotons a P tenen circuits monotons de
mida polindmica, o sigui que si hi ha un circuit no monoton per a un problema
monoton llavors es pot construir un circuit monoton només una mica més
gran. Malauradament, aquesta conjectura va ser refutada el mateix any pel
mateix Razborov fent servir la mateixa técnica per a demostrar que el problema
dels aparellaments perfectes en grafs bipartits, que és un problema monoton i
pertany a la classe P, no es pot resoldre amb circuits monotons polindomics.

5.2 Statu quo

Recordeu que I'objectiu és demostrar que NP no esta inclosa en P/poly, que és
més fort que demostrar que NP no esta inclosa en P. L’any 1983, Ajtai [2] i Furst,
Saxe i Sipser [8] van fer el primer pas, demostrant que hi ha problemes a NP
que no es poden resoldre amb circuits de portes AND, OR i NOT de profunditat
constant (i. e., independent de la mida de I’entrada) i mida polinomica. Razborov
[19] i Smolensky [21], pocs anys després, van aconseguir ampliar una mica
aquesta classe de circuits, incloent-hi també portes MODy,, on p és un nombre
primer.* | qué passa si fem servir portes MODy, on m és un modul compost?
Aqui és on el progrés s’ha quedat encallat. Sorprenentment, encara ara no
podem descartar que tots els problemes de NP es puguin resoldre amb aquest
tipus de circuits. Es més, durant més de vint anys ning no sabia com demostrar
que hi ha problemes a NEXP (la versi6 indeterminista d’EXP) que no es poden
resoldre amb aquests circuits. Pero, finalment, Williams [23] ho va aconseguir
I'any 2011.

Des del punt de vista de I'estudi de maquines, es podria pensar que aquesta
situacio és una mica preocupant perque ja fa temps que sabem que P [CEXP
(fent servir la técnica de la diagonalitzacié). El gran aveng del resultat de
Williams és que aconsegueix demostrar fites inferiors per a la mida de circuits
no uniformes, on les técniques dels anys vuitanta s’havien quedat estancades.
En conclusié, contrariament a la intuicié que és més facil raonar sobre circuits
que sobre maquines, els resultats de moment semblen més febles en el camp
dels circuits. Tanmateix, esperonada pel resultat de Williams, que esta basat
en una innovadora connexié entre algoritmes exponencials no trivials i fites
inferiors per a la mida de circuits, m’atreviria a especular que aquest statu quo
potser canviara d’aqui a pocs anys.

6 La carta de Godel a Von Neumann

Encara que el problema «P versus NP» va ser plantejat formalment I'any 1971,
hi ha un document de I'any 1956 que ja proposa una versi6 d’aquest problema.

4 Aquestes portes es poden simular amb circuits de portes AND, OR i NOT de mida polinomica,
tot i que no de profunditat constant. Per tant, encara estem parlant d’un subconjunt de P/poly.
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Es una carta que va escriure Gédel a von Neumann durant I'Gltim any de vida
de Von Neumann, quan ja era a I’hospital. El text d’aquesta carta es va fer
public I'any 1988. No se sap si Von Neumann li va respondre o, ni tan sols, si
va tenir I'oportunitat de considerar la pregunta de Godel.

Aqui presentem una traduccio al catala de la carta, I'original de la qual
esta escrit en alemany. La nostra traducci6 parteix de la traducci6 en anglés
publicada a [20].

Princeton, 20 de mar¢ de 1956

Benvolgut senyor Von Neumann,

Amb la més gran tristor m’he assabentat de la seva malaltia. No m’esperava gens
la noticia. En Morgensten em va parlar, ja I’estiu passat, d’algun simptoma de
debilitat, pero en aquell moment va considerar que no seria de gran importancia.
He sentit dir que ha seguit un tractament radical en els Ultims mesos i estic
content que aquest tractament hagi tingut I’éxit desitjat i que ja es trobi millor.
Espero i desitjo que el seu estat millori encara més i que els nous descobriments
medics, si és possible, el duguin a la recuperacio absoluta.

Ates que, com he sentit dir, ja es troba més fort, m’agradaria permetre’'m
d’escriure’l sobre un problema matematic, del qual m’interessa molt la seva
opinid: obviament es pot construir facilment una maquina de Turing que, per
a cada formula F del calcul de predicats i cada nombre natural n, permet
decidir si existeix alguna demostracié de F de longitud n (longitud = nombre de
simbols). Sigui ¥ (F, n) el nombre de passos que requereix aquesta maquina i
sigui @(N) = maxg ¥ (F,Nn). La pregunta és com creix @(n) per a la maqui-
na optima. Es pot demostrar que ¢(n) = k - n. Si realment existis una maquina
amb ¢(n) CK} n (o fins i tot CK} n?), aixd tindria conseqiéncies de la maxima
importancia. Efectivament, implicaria que tot i la indecidibilitat de I’Entschei-
dungsproblem [problema de la decisid], la feina intellectual del matematic en
problemes si-0-no es podria substituir completament [nota a peu de pagina
de Godel: tret de la postulacié d’axiomes] per una maquina. Al cap i a la fi,
simplement s’hauria d’escollir un nombre natural n prou gran per tal que quan
la maquina no produeixi cap resultat no tingui sentit pensar més en el problema.
Ara a mi em sembla, tanmateix, completament dins del que és possible que ¢ (n)
creixi tan lentament. Perqué 1) sembla que @(n) = k - n és I'Gnica estimacio que
es pot obtenir a través d’'una generalitzaci6 de la demostracio de la indecidibilitat
de ’Entscheidungsproblem, i 2) al cap i a la fi @(n) CK} n (0 CK} n?) només
significa que el nombre de passos, comparat amb prova i error, es pot reduir
des de N a logN (o (log N)?). Tanmateix, aquest tipus de reduccions drastiques
apareixen en altres problemes finits, per exemple a la computaci6 de residus
quadratics fent servir aplicacions repetides de la llei de reciprocitat. Seria in-
teressant saber, per exemple, la situacio sobre la determinacié de la primeritat
d’un nombre i fins a quin punt en general el nombre de passos en problemes
combinatoris es pot reduir respecte al de la cerca exhaustiva senzilla.

No sé si ha sentit que el «xproblema de Post» (si existeixen graus d’irresolubilitat
entre els problemes de la forma (B2 @(X,y), on @ és recursiva) ha estat
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resolt en positiu per un jove de nom Richard Friedberg. La solucié és molt
elegant. Malauradament, Friedberg no té intencions d’estudiar matematiques,
sind medicina (aparentment sota la influéncia del seu pare). Per cert, quée en
pensa dels intents de construir els fonaments de I'analisi sobre la teoria de tipus
ramificats, que darrerament s’han posat de moda? Probablement és conscient
que, en relacié amb aixo, Paul Lorenzen ha fet progressos per a la teoria de la
mesura de Lebesgue. Tanmateix, jo crec que en parts importants de I’'analisi els
metodes de demostracié impredicatius no es poden eliminar.

Estaria molt content de tenir noticies seves; i, si us plau, faci’m saber si hi ha
res que pugui fer per a voste.

Els meus més sincers desitjos, aixi com per a la seva dona.
Atentament,
Kurt Godel

PS. El felicito de tot cor pel premi que el Govern america li ha atorgat.

Godel parla d’'un problema NP-complet célebre. Es el problema anomenat
Short Proof Existence, sobre I'existéncia de demostracions curtes. Donada
una férmula del llenguatge d’una teoria formal, un conjunt d’axiomes i un espai
d’escriptura fitat, la pregunta és si existeix una demostracio d’aquesta férmula
partint dels axiomes que capiga en aquest espai. Per a aquest problema, la mida
de I'’entrada és I'’espai donat. Aixi que ens interessa trobar un algoritme que
tardi temps no més que polindmic en la mida de I'espai disponible.

Godel sembla optimista que aquest problema sigui a P i fins i tot que pugui
haver-hi un algoritme quadratic. Avui dia la majoria d’investigadors aposta-
rien per I'altra opcid, o sigui que no existeixen algoritmes polinomics per als
problemes NP-complets. Efectivament, si Godel tingués rad, les consequéncies
serien bastant més notables que en cas contrari. Una de les conseqiéncies, a
la qual Godel es refereix, és que podriem escriure programes per a resoldre
qualsevol problema matematic i automatitzar tota la recerca en matematiques.
Aixi que la persona que demostri que P = NP d’aquesta manera podria guanyar
sis milions de dolars perqué el seu programa podria trobar demostracions per a
la resta de problemes de I'Institut Clay (assumint que tots tenen demostracions
raonablement curtes).

Respecte al problema de la primeritat en particular, que és un dels exemples
que posa Gddel, des de I'any 2001 sabem que si que pertany a P [1]. Durant
molts anys era un dels pocs problemes naturals que no sabiem si eren a P
i que tampoc podiem demostrar que fossin NP-complets. En aquesta classe
de problemes encara hi queden el problema de I'isomorfisme de grafs i el
problema de la factoritzacié de nombres enters.
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Gracies a Josep Pla i a Anna Puig per la seva confianga en encarregar-me
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a Albert Atserias els seus comentaris i els seus consells sobre el contingut
d’aquest article.
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